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TD 23 - Probabilités

N désigne I’ensemble des entiers naturels. n, N, r désignent des entiers naturels.
(Q, P) désigne un espace probabilisé fini. A, B, C' Ay, ..., A, désignent des événements.

I Espaces probabilisés

Exprimer P(AU B U C) en fonction des probabilités de A, B, C' et de leurs intersections.

On pose « = P(ANB), 3=P(ANB),y=P(ANB),§ = P(ANB).
1. Montrer P(AN B) — P(A)P(B) = ad — 3.
1

2. Montrer |[P(ANB) — P(A)P(B)| < I

1. On lance simultanément deux dés équilibrés a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir
(a) un double?
(b) une somme des deux dés égale 4 97
(¢) un minimum des deux dés égal a 47

2. On lance cinq fois un dé équilibré a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois
un nombre pair ?

3. On lance simultanément trois dés équilibrés a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir au final
un 1, un 2 et un 4, dans n’importe quel ordre, ou bien trois chiffres de méme parité ?

4. On lance six fois un dé équilibré a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir chacun des numéros
del1a6?

Une urne contient 5 boules blanches, 5 boules rouges et 10 boules noires.

1. On effectue trois tirages successivement et avec remise. Calculer la probabilité que le tirage soit
(a) tricolore.
(b) bicolore.
(c) unicolore.

2. On effectue trois tirages successivement et sans remise. Calculer la probabilité que le tirage soit
(a) tricolore.
(b) bicolore.
(¢) unicolore.

3. On tire simultanément trois boules. Calculer la probabilité que le tirage soit
(a) tricolore.
(b) bicolore.

(¢) unicolore.

On considére un jeu de dominos équilibré (il contient un méme nombre de dominos de chaque sorte).
On tire sans remise du jeu deux dominos. Quelle est la probabilité qu’ils soient identiques ? Quelle est la
probabilité qu’ils soient juxtaposables (qu’on puisse les placer cote a cote) 7

@ On pioche d’un seul coup 4 chaussettes dans un tiroir qui contient 12 paires de chaussettes différen-
tiables les unes des autres. Quelle est la probabilité d’obtenir
1. deux paires complétes ?

2. au moins une paire compléte 7
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3. une paire et une seule compléte 7

On suppose 0 < r < n — 2. On considére n personnes dont Monsieur D et Monsieur M. Quelle est la
probabilité que qu’il y ait exactement r personnes entre Monsieur D et Monsieur M

1. Si les n personnes s’alignent dans une file ?
2. Si les n personnes se placent dans un cercle ?

(on suppose que toutes les répartitions des positions sont équiprobables).

En négligeant les année bissextiles, quelle est la probabilité que r personnes aient leur anniversaire a
des dates deux a deux distinctes ?

9]

Au bridge, chacun des 4 joueurs regoit 13 cartes d’un jeu de 52 cartes. Quelle est la probabilité que
chaque joueur recoive un as?

On considére une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n. On tire successivement et sans
remise tous les jetons de 'urne. On dit qu’il y a record & un tirage donné si le numéro tiré est strictement
supérieur a tous les numéros tirés précédemment (on convient qu’il y a toujours record au tirage 1).

1. Pour i € [1,n], calculer la probabilité qu’il y ait record au tirage i.
2. Calculer la probabilité que, durant I’ensemble des n tirages, on assiste a
(a) un seul record ?

(b) n records?

(¢) exactement deux records?

Approfondissement

On tire n boules d’une urne contient N boules de k couleurs différentes : Ny boules de couleur ¢y,
N> boules de couleur cs,...,Nj, boules de couleur cg, avec (N1, ..., N) € N¥. Pour (n; ...,n;) € N¥, quelle
est la probabilité d’obtenir exactement n; boules de couleur ¢, ny boules de couleur cs,...,n; boules de
couleur ¢; dans chacun des cas suivants :

1. On effectue des tirages successifs avec remise.
2. On effectue des tirages successifs sans remise.

3. On effectue un tirage simultané.

On considére p et g deux entiers naturels tels que p > q.

1. On considére des chemins formés de déplacements successifs joignant des points de N2. Les seuls
déplacements autorisés & partir d'un point (n,m) € N? sont le passage de (n,m) a (n+1,m) ou le
passage de (n,m) & (n,m + 1). On note (A) la droite d’équation y = x.

(a) Pour (a,b,n,m) € N* combien y-a-t-il de chemins différents possibles pour aller de (a,b) a
(a+m,b+n)?

(b) Montrer, en utilisant une symétrie par rapport a la droite (A), que le nombre de chemins allant
de (1,0) a (p, ¢) et qui rencontrent la droite (A) est égal au nombre de chemins allant de (0, 1)
a (p,q).

(¢) En déduire que le nombre de chemins allant de (0,0) & (p,¢) qui ne rencontrent la droite (A)

qu’en (0,0) est
(p—l—q—l) (p+q—1>
p—1 p

2. Dans un scrutin, il y a p bulletins pour le candidat p et g bulletins pour le candidat @Q. Calculer la
probabilité que le candidat P soit toujours en téte au fur et & mesure du dépouillement.
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IT Probabilités conditionnelles

On suppose que chaque enfant qui nait a 1 chance sur 2 d’étre un garcon. Madame B. a 4 enfants.
1. Quelle est la probabilité qu’elle ait 4 gargons, sachant que I’ainé est un gargon ?

2. Quelle est la probabilité qu’elle ait 4 garcons, sachant qu’elle a au moins un gargon ?

Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement et sans remise 4
boules de I'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches puis 2 boules noires dans cet ordre ?

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires. On tire successivement 2 boules de 'urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir une boule noire au deuxiéme tirage dans chacun des cas suivants ?

1. A Tissue du premier tirage, on remet la boule tirée dans I'urne avec une autre boule de la méme
couleur.

2. A lissue du premier tirage, si la boule tirée est noire, on la remet dans 'urne, mais, si elle est
blanche, on ne la remet pas dans 'urne.

On dispose de 3 urnes U, Us et Uz contenant chacune 2 boules noires et 3 boules blanches. On tire
une boule de 'urne U; et une boule de 'urne Us, puis on les place dans 'urne Us. On tire alors une boule
dans 'urne Us.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules noires ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche dans U3 ?

3. On a obtenu une boule blanche dans Us. Quelle est la probabilité d’avoir obtenu une boule blanche
dans U et une boule blanche dans Us ?

Une maladie affecte une personne sur 10000. Un test sanguin permet de détecter cette maladie avec
une fiabilité de 99% lorsqu’elle est effectivement présente. Cependant, on obtient un résultat faussement
positif pour 0,1% des personnes saines testées.

1. Quelle est la probabilité que le test se trompe ?

2. Quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement malade lorsqu’elle a un test positif ?

On suppose n € N*. Une urne U contient 1 jeton numéroté 1, 2 jetons numérotés 2, ....,n jetons
numérotés n. On dispose de n autres urnes Uy, Us, ... U,. Pour k € [1,n], Purne U}, contient k boules
blanches et n — k boules noires.

On tire un jeton dans 'urne U, puis, si le numéro du jeton est k, on tire une boule dans 'urne Uy.

1. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit noire ?

2. La boule tirée est blanche. Quelle est la probabilité qu’elle vienne de I'urne 17

On suppose n € N* et on considére p €]0,1[. Un bit est un signal informatique qui vaut 0 ou 1.
Un canal de transmission transmets des bits selon le modéle suivant : il transmet fidélement un bit avec
probabilité p et de facon erronée avec probabilité 1 —p. Un bit traverse des canaux successifs de ce type, et
I’on suppose que chaque canal fonctionne indépendamment des autres. On note xq le bit initial, et, pour
n € N, on note z,, le bit aprés la traversée de n canaux et p, la probabilité que z,, soit égal a xg.

1. Pour n € N*, déterminer une relation entre p,,_1 et p,.
2. En déduire, pour n € N*, I’expression de p,, en fonction de n et p.

3. Déterminer la limite de la suite (pp)nen-

On effectue des lancers successifs d’une piéce de monnaie équilibrée.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir le n-éme FACE avant le n-éme PILE ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir le n-éme FACE avant le n + 1-éme PILE ?

Une urne contient N boules dont b boules blanches et r boules rouges indiscernables au toucher.
On tire successivement n boules de 'urne. A chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on la remet dans
I’urne, mais, si elle est rouge, on ne la remet pas dans 1'urne.

1. Quelle est la probabilité de ne tirer que des boules rouges ?

2. Quelle est la probabilité de tirer exactement 1 boule rouge ?
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On effectue des tirages successifs dans une urne qui contient n € N* boules dont 1 boule rouge et
les autres blanches. Pour n € N*, on note A4,, ’événement "la lére boule rouge arrive au néme tirage" et
B, Pévénement "la 2éme boule rouge arrive au néme tirage". Pour n € N*| déterminer P(An) et P(B,)
dans chacun des cas suivants :

1. On effectue le tirage sans remise.
2. A chaque tirage, on remet la boule dans I'urne avec une autre boule de la méme couleur.

3. A chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on ne la remet pas dans 'urne, mais, si elle est rouge,
on la remet dans I'urne.

Un joueur effectue des lancers successifs d’une piéce de monnaie qui tombe sur PILE avec la
probabilité p €]0, 1[. Pour n € N*, on note A,, I’événement "le joueur gagne la partie exactement au n-éme
lancer" et a,, sa probabilité. Déterminer a,, pour n € N* dans chacun des cas suivants :

1. Le joueur gagne deés qu’il obtient le premier PILE.

. Le joueur gagne au premier changement de résultat.

. Le joueur gagne dés qu’il obtient deux PILE non nécessairement consécutifs.

. Le joueur gagne dés qu’il obtient £ € N* PILES non nécessairement consécutifs.

Tt W N

. Le joueur gagne dés qu’il obtient pour la premiére fois une séquence de 2 tirages consécutifs PILE-
FACE dans cet ordre. On pourra exprimer a, 1 en fonction de an, de p et de n, pour n € N*,

6. Le joueur gagne dés qu’il obtient pour la premiére fois deux PILES consécutifs.

On pourra exprimer an+2 en fonction de an+1,an, p et n, pour n € N*.

Une puce se déplace sur les 3 sommets d’un triangle ABC. du plan. Au départ, a 'instant ¢ = 0,

elle est en A. A chaque instant n € N*, elle fait un saut : si elle est en A, elle va en B ; si elle est en B, elle
1 1

retourne en A avec probabilité — et va en C avec probabilité 3 ; si elle est en C, elle y reste.

Pour n € N*, déterminer la probabilité que la puce arrive en C pour la premiére fois & 'instant 2n.

Approfondissement

On effectue des tirages successifs dans une urne qui contient b € N* boules blanches et » € N* boules
rouges. Pour (k,n) € (N*)2, on note Ay, ,, 'événement "la k-éme boule rouge arrive au néme tirage et By,
I'événement "on a tiré exactement k boules rouges parmi les n tirages. Pour (k,n) € (N*)2, déterminer
P(A; ), puis P(Bg,), enfin P(Ay ) dans chacun des cas suivants :

1. On effectue le tirage sans remise.

2. A chaque tirage, on remet la boule dans 'urne avec une autre boule de la méme couleur.

3. A chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on la remet dans 1'urne, mais, si elle est rouge, on ne
la remet pas dans I'urne.

4. A chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on ne la remet pas dans 'urne, mais, si elle est rouge,
on la remet dans l'urne.

- Urne de Polya.

On effectue des tirages successifs dans une urne. Aprés chaque tirage, on remet la boule tirée dans 'urne
avec ¢ € N* boules supplémentaires de la méme couleur. Pour (r,b,n,m) € (N*)2, on note p,(r,b) la
probabilité d’obtenir une boule rouge au k-éme tirage et p,, ,(r,b) la probabilité d’obtenir des boules
rouges aux m-éme et n-éme tirage en partant d’une urne initiale contenant b boules blanches et r boules
rouges.
1. Quelle est la probabilité que la premiére boule tirée soit rouge sachant que la seconde boule tirée
est rouge ?

2. Pour (r,b) € (N*)?), montrer
r b
> = —-— —
Vn > 2, pn(rvb) T+bpn71<r+cvb)+r+bpn71(7aab+c)

3. En déduire

« T
VneN 7pn(r’b):r—|—b
4. Pour (r,b) € (N*)?), en utilisant une méthode similaire, montrer
r(r+c)
v y GN*2,1< <N = Pm.n ’b:
(m,n) € (V') m<n=pnalnb) = o e b g

5. Pour n € N*, et k € [0,n], déterminer la probabilité qu’on ait tiré exactement k boules rouges
parmi les n premiers tirages.
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III Indépendance

On lance deux dés équilibrée. On considére les événements A :"le premier dé améne un nombre
pair"; B :"le second dé améne un nombre pair"; C :"les deux dés aménent des nombres de méme parité".

1. Montrer que A, B, C sont deux & deux indépendants.

2. Montrer que A et B N C ne sont pas indépendants, que A et B U C' ne sont pas indépendants. A,
B, C sont-ils mutuellement indépendants ?

On lance deux fois une piéce de monnaie équilibrée. On considére les événements A :"on obtient
FACE au premier lancer", B :"on obtient PILE au premier lancer" et C :"on obtient deux résultats
différents aux deux lancers". Etudier 'indépendance des événements A et B puis des événements A et C.

On suppose n > 2. On effectue n tirages successifs avec remise dans une urne qui contient 20 boules
blanches et 20 boules noires. On considére les événements A,, :"on a obtenu au moins une boule de chaque
couleur au cours des n tirages" et B, :"on a obtenu au plus une boule blanche au cours des n tirages".
Etudier I'indépendance des événements A,, et B,,.

On suppose que A et B sont indépendants, A et C sont indépendants, et B C C.
Montrer que A et C'\ B sont indépendants.

On suppose que, pour i € [1,n], A et B; sont indépendants, et que By, ..., B, sont incompatibles

n
deux & deux. Montrer que A et |J B; sont indépendants.
i=0
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IV  Variables aléatoires

On suppose n € N*. On choisit X un entier au hasard entre 1 et 2n (les choix possibles sont
équiprobables).

1. Déterminer la loi de X. 3. Déterminer la loi de Y = (—1)¥.
2. Sans utiliser la loi de Y, déterminer E(Y).

Montrer qu'il existe une variable aléatoire X sur € de support [1,9] telle que
1
Vk e [1,9], P(X =k) =log <1+ k>

On considére (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur €2 dont la loi conjointe est donnée par le
tableau suivant

WX 0 [ 1] 2
1 [ 1/4 [1/8] 1/8
—1 [3/16 | 1/4 | 1/16

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. On pose Z = XY 7 Déterminer I’espérance de Z.

Une urne contient 3 boules numérotées de 1 & 3. On tire successivement 2 boules de I'urne et on
note X le premier numéro tiré, Y le second. Déterminer la loi conjointe et les lois marginales de X et de
Y dans le cas d’un tirage avec remise puis dans le cas d’un tirage sans remise. Les lois marginales de deux
variables aléatoires déterminent-elles la loi du couple ?

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. On pose Z = XY 7 Déterminer l'espérance de Z.

On considére n € N*. Déterminer a € R tel qu’il existe une variable aléatoire X & valeurs dans
[1,n] qui vérifie : Vk € [1,n] , P(X = k) = ak

On dispose d’un dé truqué : il existe a € R tel que, pour tout k € [1, 6], la probabilité d’obtenir la
face numérotée k est ak. On lance le dé et on note X le numéro de la face obtenue.

1. (a) Déterminer la valeur du réel a. (¢) Déterminer E(X) et V(X).
(b) Déterminer la loi de X.

2. On définit la variable aléatoire Y = %

(a) Sans utiliser la loi de Y, déterminer E(Y).

(b) Déterminer la loi de Y, retrouver en utilisant cette loi la valeur de E(Y").

X est une variable aléatoire sur 'espace probabilisé (€2, P). Pour B € P(Q) tel que P(B) # 0, on
note E(X \ A) 'espérance de X dans lespace probabilisé (€2, Px).
1. Pour B € P(Q) tel que P(B) # 0, donner une expression de E(X \ A).

(B
2. On suppose que (A1,...,A,) est un systéme complet d’événements. Montrer la formule de lespé-
rance totale :

= E(X\ Ap)P(Ay)
k=1

On suppose n > 2. On dispose de n urnes numeérotées de 1 & n. Pour k € [1,n], 'urne U}, contient
k boules numérotées de 1 a k. On choisit une urne au hasard (les choix sont équiprobables) et, dans
celle-ci, on tire une boule au hasard (les boules sont équiprobables). On note X la variable aléatoire égale
au numéro de 'urne tirée et Y la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée. Déterminer la loi
conjointe du couple (X,Y") puis E(X) et E(Y).

On suppose n € N*. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. on effectue des tirages
successifs dans I'urne sans remise. Pour k € [1,n], on note N}, la variable aléatoire égale au numéro de la
boule tirée. On note X la variable aléatoire égale au plus grand numéro de tirage k tel que Ny < -+ < Ng.
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1. Montrer E(X) = S P(X > k). 2. Déterminer E(X)
k=1 3. Déterminer la loi de X.

1. Montrer que

l—lnA =
kgl ‘ k

(1 - lAz)

n

2. En déduire
n
1 n = E (71)}671 E 1 n
U A ) ) Aqy,
k=1 k=1 1< < <ipg<n k=1

3. En déduire la formule du crible :

k=1 1<i < <ip<n

On considére I'urne de Polya : on suppose (r,b,c) € (N*)3. On considére une urne qui contient r
boules rouges et b boules blanches et on pose N = r+b. On effectue des tirages successifs dans 'urne. Apreés
chaque tirage, la boule tirée est remise dans 'urne avec ¢ boules supplémentaires de la méme couleur.
Pour n € N*, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges tirées pendant de n
premiers tirages et Y, la variable indicatrice de I’événement "le n-éme tirage est une boule rouge".

1. Déterminer la loi de Y;.

2. Montrer
r+ cE(X,)

N +nc

3. Pour n € N*, exprimer X,, en fonction des variables (Y%)i<r<n. En déduire que les variables
(Y)ken+ ont la méme loi.

Vn €N, E(Yoi1) =

4. Pour n € N*, déterminer I'espérance de X,,.

Soit f la fonction définie sur R par

o= { G200 4228

Pour toute variable aléatoire X sur 2 & valeurs dans un ensemble fini non vide E, on appelle entropie de

X le réel
H(X) = Y f(P(X = 1))
zeE
On considére E un ensemble fini non vide et X une variable aléatoire sur €2 a valeurs dans E.
1. Calculer H(X) dans les deux cas particuliers suivants :
(a) X est presque stirement constante.
(b) X suit une loi uniforme.
2. (a) Montrer
Ve <0, fl2)<1—=x
(b) En déduire
> f(NP(X =2) <0
©€E
(¢) Montrer
> F(NP(X =z)) = =NIn(N) + NH(X)
z€E
(d) En déduire une majoration de H(X)
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur X pour que
(a) H(X) soit minimale.
(b) H(X) soit maximale.
4. On considére F' un ensemble fini non vide et Y une variable aléatoire sur Q & valeurs dans F'. On
note Z = (X,Y). Montrer que, si X et Y sont indépendantes, alors H(Z) = H(X) + H(Y).
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V Lois usuelles

1. On suppose que X et Y sont des variables indépendantes qui suivent des lois de Bernouilli de

paramétres respectifs p et ¢. Déterminer la loi de XY, de 1 — X, de X2.
2. On suppose X ~ B(n,p). Déterminer laloi de Y =n — X.

X et Y sont deux variables de Bernouilli indépendantes de méme paramétre p €]0,1[. On pose
U=X+4+YetV=X-Y.

1. Déterminer la loi du couple (U, V) et les lois marginales de U et de V.
2. Déterminer ’espérance et la variance de U et de V.

3. Comparer E(UV) et E(U)E(V).
4

. Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

On considére B 1, Bi,2, B2, 1, B2 2 des variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernouilli
de paramétre p € [0, 1], on pose B = Bii Bug et r =rg(B).
By1 Bao
1. Déterminer la probabilité que B soit inversible. Pour quelle valeur de p cette probabilité est-elle
maximale 7

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire R.

1. Montrer »
3 Z m n [ m+n
v(m’n’p)eN’k_()(’f)(p—k)( P >

2. X et Y sont des variables indépendantes qui suivent des lois binomiales de parameétres respectifs
(m,p) et (n,p). Montrer que X 4+ Y suit la loi binomiale de paramétre (m + n, p).

On suppose n > 2 et p €]0,1[. Un secrétariat effectue n appels téléphoniques vers n personnes
distinctes. Pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p. On note X la
variable aléatoire égale au nombre de correspondants obtenus.

Le lendemain, le secrétariat rappelle, dans les mémes conditions, chacun des correspondants qu’il n’a pas
réussi a joindre le premier jour. On note Y le nombre de correspondants obtenues au bout du fil pendant
la deuxiéme journée, et on pose Z = X + Y le nombre total de correspondants obtenus.

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

2. Montrer que Z suit une loi binomiale dont on précisera le paramétre.

Dans une expérience aléatoire, on considére un événement A de probabilité P(A) = p €]0,1[. On
répéte successivement n fois I'expérience, les répétitions étant indépendantes. On note F;, la fréquence
p(1—p)

d’occurrence de I'événement A. Pour € > 0, montrer que P(|F, —p| > €) < ———.
€
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On suppose N > 2. On effectue N tirages successifs avec remise dans une urne contenant n + 1

boules numérotées de 0 & n, et on définit les suites de variables aléatoires (X, )peq1,n] €t (Yp)pep, vy de la
maniére suivante :

pour p € [1, N], Y, est le numéro de la boule tirée au p-éme tirage;

Xy =1, et , pour p € [2,N], X, prend la valeur 1 si le numéro obtenu au p-éme tirage n’a pas déja été
obtenu au cours des tirages précédents, et 0 sinon.

1.

2.

. Soit (i,7) € [1,N]? tels que i < j. Montrer P((X; =1)N(X; =1)) =

Déterminer la loi de X5.

p—1
n
Montrer que, pour 1 < p < N, X, suit la loi de Bernouilli de paramétre (H) (on pourra
n

utiliser le systéme complet d’événements associé a la variable aléatoire Y,,).
(n — 1)i~1pi—i

(n+ 1)]'—1 . Xz et Xj

sont-elles indépendantes ?

On noteZ la variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts obtenus au cour de IV tirages.
Déterminer I'espérance de Zy.

On suppose n € N*. S, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétre (n, p), avec
p €]0,1[. On pose ¢ =1 — p et on considére z > 0 donné.

1.

Montrer
E (eXSn=mm)
VYA >0, P(Sn—np>nx)<7)\
677, xT
. Montrer
YA>0, E (e’\(S"_"p)) = (pe? + ge= )"
. Montrer )
VteR, ef et +t
Montrer )
YA >0, P(S, —np>=nx) < en(\—Az)
. Montrer
na?
P(S,—mp>=nz)<e
. Justifier
na?

P(S,—np< —nzx)<e 4

Démontrer I'inégalité de Bernstein :
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Approfondissement

On considére p €]0, 1[. Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entiéres d’un axe d’origine
O. Au départ, a I'instant 0, le mobile est & I'origine. Il se déplace selon la régle suivante : s’il est sur le point
d’abscisse k a l'instant n, alors, a I'instant n + 1, il sera sur le point d’abscisse k + 1 avec la probabilité p
ou sur le point d’abscisse 0 avec la probabilité 1 — p.

Pour n € N, on note X,, I'abscisse du point & I'instant n. On note T la variable aléatoire égale & I'instant
non nul auquel le mobile se retrouve pour la premiére fois a l'origine (sans compter son positionnement
de départ).
On admet qu'’il existe un espace probabilisé (2, A, P) tel que T et (X, )nen soient définies sur (2, A, P).
1. (a) Pour k € N*| exprimer (T = k) en fonction d’événements appartenant aux systémes complets
d’événements associés aux variables (X, )nen.
(b) Déterminer la loi de T.
2. On considére n € N.
(a) Pour n € N, déterminer X, (£2).
(b) Pour n € N, pour k € [1,n + 1], exprimer P(X, 1 = k) en fonction de P(X,, =k — 1).
(c¢) Déterminer la loi de X, (on déterminera successivement P(X,, =n), P(X, =0) et P(X,, = k),
pour k € [1,n — 1]).
(d) Vérifier

3. Montrer

4. (a) Montrer
VneN, E(Xn41)?) =p(E(X,)?) +2B(X,) + 1)

(b) Pour n € N, on pose
n+1

n
up, = B(X,)* + (2n — 1)1 >
Montrer que (uy)nen est arithmético-géométrique.

(¢) Montrer
p

VneN, V(Xn)zW

(1—(@2n+1)p"(1—p) —p*)
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