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CHAPITRE I
Oscillations libres non amorties : Systeme a un degré de liberté

1.1 Généralités sur les vibrations
I.1.1 Mouvement périodique :
Définition : C’est un mouvement qui se répete a intervalles de temps réguliers, cet intervalle est appelé
période (T) qui s’exprime en seconde (S).
Pour les mouvements rapides, on utilise la fréquence : f exprimée en Hertz (HZ)

1.1.2 Mouvement vibratoire :

Définition : Un mouvement vibratoire est un mouvement périodique se produisant de part est
d’autre d’une position d’équilibre. On peut aussi définir un mouvement vibratoire par sa
fréquence f. La fréquence indique le nombre d’oscillations completes (dans le sens aller retour)
se produisant par seconde.

On peut établir la relation entre la fréquence et la période :

T=% et f=%

La période T des oscillations est le temps mis par le systtme pour revenir & une
position identique quelque soit le choix de cette position. C’est aussi, le temps mis
pour faire une oscillation compléte ou un « aller-retour ».

Mathématiquement, le mouvement périodique de période T est défini par:
A tout instant t, x(t+T) =x(t)

1.1.3 Mouvement vibratoire libre

Définition : les vibrations libres sont les vibrations qui résultent lorsqu’on écarte un systeme de sa position
d’équilibre ou on lui donne une vitesse initiale, puis on le laisse vibrer librement.

Exemples : Une masse accrochée a un ressort - un pendule simple - le balancier d’une horloge - la rotation
d’un moteur tournant a vitesse constante..... etc.

I.1.4 Mouvement vibratoire sinusoidal
Définition : un mouvement vibratoire est sinusoidal, si un point vibrant possede une élongation du type :
y(t) = Asin (wt + @)
> Lagrandeur y(t) est appelée I’élongation (ou la position) x(t)
a I’instant t, I’élongation maximale ou I’amplitude du j“" - _.‘

mouvement, elle varie entre —A et +A.
» La quantité w est la pulsation du mouvement et exprimee
en ("4 /s ). ()
» Laquantité (wt + ¢) est la phase instantanee, exprimée en A
(radian, sans dimension),
> I’angle ¢ est la phase initiale, correspond a la phase a I’instant t = 0.
1.2 Vibration harmonique
Définition : On appelle vibration harmonique tout systéme dont le paramétre x(t) qui la caractérise est une
fonction sinusoidale du temps : x(t) = A cos (wt + @)
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» La fonction cosinus est une fonction périodique de période 2. Si T est la période temporelle du
mouvement, on aura donc :
[w(t+T)+ @] —[wt+¢] =21 = 0T =21

o . . . 27
On en déduit I’expression de T en fonction de la pulsation : T = B

» La fréquence f, nombre d’oscillations par seconde correspond a I’inverse de la période T : f = 1/T.
Il existe d’autres expressions équivalentes pour la fonction x(t). En effet, la fonction sinus est équivalente a
la fonction cosinus décalée de m/2. On peut donc écrire :

x = Acos(wt + ¢) = Asin(wt + ¢) avec ¢ = @ +§

Donc :
Les grandeurs caractéristiques d’une vibration harmonique sont :

- L’amplitude A,

- Laperiode T, w = Z?n = 2nf ; w: pulsation, f: fréquence.

- Laphase ¢.

1.2.1 Coordonnées généralisées d’un systéeme physigue
Définition : Les coordonnées Geénéralisées sont I’ensemble de variables réelles indépendantes ou liées

permettant de décrire et configurer tous les éléments du systéme a tout instant t.
Par exemples :
> un point matériel libre dans I’espace peut étre déterminé par 3 coordonnées genéralisees (X, Y, z);
> un corps solide peut étre déterminé par 6 coord. génér. : z
e 03 coordonnées relatives au centre de gravité; fD NbJ
7 -y W
e 03 coordonnées liées aux angles d’Euler (¢, Y, 8). ?

> Les coordonnées généralisées d’un systéme de P points 4
mateériels et Q corps solides sont défini par: N = 3P + 6Q / - W
G

On note : 06— =

Les coordonnées genéralisées : q;(t), qz(t), .. ... ....qn (t). % %

Les vitesses genéralisées : G1(t), G2 (t), v wee e gy (B). A o 5"

u 0

1.2.2 Degré de liberté
Définition : Le degré de liberté est le nombre de coordonnees géneralisées indépendantes, nécessaires pour

configurer tous les éléments du systéeme a tout instant: d = N

Ou, le nombre de coordonnées généralisées liées, pour configurer tous les éléments du systéeme a tout instant
moins (-) le nombre de relations reliant ces coordonnées entreelles: d = N —r

d: Degré de liberté ;

N : Nombre de coordonnées géneralisées

r : Nombre de relations reliant ces coordonnées entre elles.

Exemples :

= Undisque de masse m et de rayon r, roule sans glisser sur un plan horizontal.
Ici on a deux coordonnées genéralisées x et  donc N = 2. 9
x et 6 sont liées avec une relation: x =rfdonc:r=1.
Le nombre de degrés de liberté d = N —r = 1.
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= Un systéme mécanique constitué de 02 points matériels M; et M, reliés d’une tige de longueur .

M;(x1,y1,21) : 3 S N=6 |
M5(x5,V5,2,) : 3 =
2(X2,Y2,27) ® ®

L’équation de liaison : [ = \/ (x;—%) 2+ (y —y,)2 + (24— 2,)% =c"® M, M,

=r=1=d=5
1.3 Equation différentielle du mouvement

Dans ce cours, on établi I’équation différentielle en utilisant le formalisme de Lagrange. L’intégration de
cette derniere permet de donner I’équation du mouvement.

1.3.1 Formalisme de Lagrange

La méthode de Lagrange, mise de I’avant en 1788 dans son célebre traité la mécanique analytique, a pour but
d’"etablir de maniére systématique les “équations différentielles déterminant le mouvement du systeme m”mécanique
étudiée, en fonction des coordonnées généralisées, a partir simplement de I’expression de I’"energie cinétique et de
I’énergie potentielle. En un sens, elle schématise au maximum I’étude des problémes m”mécaniques en offrant le
chemin le plus court et le plus sar vers les “équations du mouvement. Lagrange se vantait que son traité ne contenait
aucune illustration ou schéma et que la m"méthode qu’il proposait était purement analytique.

Ce formalisme repose sur la fonction de Lagrange(L = T — U). L’ensemble d’équations du mouvement

s’écrit :
n () - (2} =0
=1 ldt \9g; da;
L : Fonction de Lagrange ou Lagrangien
T : L’énergie cinétique du systeme;
U : L’énergie potentielle du systeme ;
q; - est la coordonnée généralisée et g; est la vitesse generalisée du systéme.

Pour un systeme a un degré de liberté, (N=1 ou ddl=1) I’équation du mouvement s’écrit :

d (BL) <6L) 5
dt\oq dq -

Remargues :

e Pour un mouvement unidimensionnel x, I’équation de Lagrange s’écrit :

o) - () =0

e Pour un mouvement rotationnel 8, I’équation de Lagrange s’écrit :

alee) = Gs) =0
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1.3.2 Exemples d’oscillateurs harmoniques

Exemple 1 : Pendule élastique vertical

Un pendule élastique est constitué d’une masse suspendue a un ressort de L kx
raideur k et peut donc osciller verticalement avec une élongation x(t). *1 T

Le systeme nécessite une seule coordonnée généralisée x(t) qui peut décrire k

le mouvement de la masse m et de I’extrémité mobile du ressort. Y m
Donc le systeme a un seul degré de liberté d=N=1.

Supposant que le ressort est idéal..... . " Position T

d’équilibre >
l x mx

e L’énergie cinétique du systéme: T = mez
e L’énergie potentielle du systéme: I’énergie U emmagasinée dans le ressort dépend de
I’allongement des 2 extrémités du ressort. Elle s’exprime:

1 1
U=Ek(x2—x1)2=5kx2 aveC x, =x; x,=0

X

e 1
dU = E.-dx = —(—kxdx) => U = kadx = Ekxz]

0
Lafonctionde Lagrange: L=T —-U = L = %ma‘cz — %kx2

L’équation de Lagrange : di(a—L) — (ﬂ) =0

t \ox 0x
oL . d /oL .
; =mx = a 6_ =mx
a’L‘ x > mi—(—kx)=0

Ondivisantparm —> 5&+%x= 0

Le rapport% étant positif et en posant : wgy = ’% on obtient I’équation différentielle d’une vibration

harmonique de la forme : X + wg?x = 0.

v La pulsation w, ne dépend que de la masse m et de la raideur k du ressort, est appelée « la pulsation
propre » du systeme.

v La masse oscille donc indéfiniment avec une période propre T, donnée par la relation suivante:

Exemple 2 : Pendule pesant simple

Un pendule simple est constitué d’un solide de petite dimension de masse m suspendu a un point fixe O par

un fil inextensible de longueur L. Ecarté de sa position d’équilibre, il oscille dans le champ de pesanteur
terrestre g.
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y/\
Les coordonnées du systeme :
{x=lsin9=x=lécose P /'y D> X
m . s \
y=1cosd = y=—l0sinfb j
\
= L’énergie cinétique du systeme: T = %mvm2 9 \\ h{(1°" cas)
=T = %m(x'2 + y?) = %mlzéz(cos 0% + sin §?) I\ AN
. \
= T = 1 mi262 s Lm
2 J
h(zéme cas) 1 0‘/
‘..‘

L’énergie potentielle du systéeme :
référence donnée.)

U =mgh (h est la hauteur de m par rapport a un plan de
NB : On a deux possibilités pour calculer la valeur du deplacement h, selon le choit de I’origine des
énergies potentielles (U(0)=0), ce choit doit avoir lieu lorsque la masse est dans sa position d’équilibre 6 = 0.
L’énergie potentielle correspond a I’énergie potentielle de pesanteur.

1°" cas : si on choisi comme origine des énergies potentielles I’axe (0x) on a donc :

h = —l.cos 6 (Le signe moins vient du fait que la masse m est inférieur a I’axe choisi).
Dans ce cas : U= -mgl.cos@.
2éme

cas : si on choisit comme origine des énergies potentielles (U(0)=0) I’axe (0'x’).
A I’équilibre, onaura: h = [ — L. cos 6. Dans ce cas :

U=mgl(1—cos0)
Calcule du lagrangien : L =T — U

1°" cas : On remplagant T et U dans L on trouve : L = %mlzéz + mgl.cos 6
L’équation de Lagrange :

d (6L) <6L) —0
dt\ag/ \ag/
d (oL .
dt\og

ST (& B
(6L>_ ! sing
30) = m.g.l.sin@ .......

i (2)
MD-2)xml?6+m.g.l.sind =0

Dans le cas des faibles oscillations, les angles sont tres petits on a: {cos 951:2 fé ~1
On aura donc m.1.2 6 + m.g.1.6 = 0, En divisant par m. .2 on trouve : 2
é+%0=0

C’est I’équation de I’oscillateur harmonique de pulsation propre : wy = \/;

Ontrouve enfin:  0+wy%?0 = 0
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2'M cas: L = %mlzéz + mgl(1 — cos )

d /0L ..
—(—) =m.020
dt\ge

RN @ §
<6L)_ ! sing
50 m.g.l.sin@ .............

_ ()
(D-(2):m.l260+m.g.l.sind =0

On aura donc m.1.26 + m.g.1.6 = 0, On divisant par m. [? on trouve :

0+ %9 = 0 Avec w, = /% , et on retrouve bien le méme résultat.
1.3.3 Solution de I’équation différentielle du mouvement

L’équation différentielle (EDF) du mouvement est de la forme :

X+ we?’x=0
C’est une équation différentielle du second ordre sans second membre dont la solution sous la forme
complexe est de la forme : x(t) = Ae%t
La dérivée premiere de la fonction x(t)) (la vitesse) : x(t) = Aae®.

La dérivée seconde de la fonction x(t) (I’accélération) : ¥(t) = Aa?e®

at
On remplace dans I’EDF : Aa?e®t + w,?

=0 = Ae“(a? + wy?) =0
Or Ae® # 0= a? + wy? = 0donc a = +jw,
Donc la solution aura la forme: x(t) = A; e/®ot + 4, e /@t

Selon la relation d’Euler : et/®ot = cos wyt + jsin wyt

- x(t) = A; (cos wyt + jsin wyt) + A, (cos wyt — jsin wgt)
x(t) = (A; + A4, )coswot+j(A; — A, )sin wyt =C cos wyt + Dsin wyt
Telque:C=(4; +A4, )etD=j(4; —A4;)
Donc x(t) = C cos wyt + Dsin wyt est aussi une solution de I’équation différentielle.

Sionpose:C =a.cos B etD = a.sinf ,onaura:x(t) = a.cos 6 cos wyt + a.sin @ sin wyt

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsinydonc:x(t) =acos(wot— 0) =acos(wet+ @), ¢p=0—-m

donc: x(t) = acos( wot + ¢), Tel que : a = VC? + D% et @ = arc tang (%)
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1.4 La force dans le mouvement harmonique 2 Lt I
= S et |
— : — |
1.4.1 Exemple du pendule élastique vertical == |lo R=S: ;
s - = NNV S I
C’est le cas d’une masse m accrochée a I’extrémité libre i e AL Al . I
d’un ressort et se déplagant sans frottement suivant une : n: - TAltx T :
direction Ox vertical (voir figure). | m I
v \ '
P = mg) P = mg X
Ressort a vide Equilibre avec ~ Mouvement
une masse
@) (b) (c)

A I’equilibre : il y a deux forces qui agissent sur la masse m ; son poids et la force de rappel du ressort
tension due au ressort :

YF=P+T=0 = mg—kAL=0

e P :Poids de la masse m.
e T :Force de rappel du ressort.

En mouvement : La deuxieme loi de Newton (principe fondamental de la dynamique), nous permet
d’écrire :

F =my
Pour un systeme a une dimension :
7 d?x
= M—=mx
dt?

Apreés projection on obtient mx = mg — k(x + Al). En utilisant la condition d’équilibre précédente on
obtient :

mi=—-kx=mi+kx=0
k .
Or: w?y == = mi+mw?yx=0
m
= m¥ = —kx = —mw?, x ; C’est la force de rappel due au ressort
avec k = mw?, = cte
Donc, la force dans les mouvements harmoniques simples est proportionnelle et opposée au déplacement

et constitue une force de rappel.
1.4.2 L ’étude d’une vibration harmonigue en termes d’énergies

Nous voulons montrer que I’énergie totale (mécanique), E=T+U, est constante et déduire la valeur de cette
constante. Pour cela prenons x = Acos(wyt + @), alors :

11 1 , 1
E=T+U-= mez + Ekx2 = EmAzwzosmz(wot + @)+ EkAzcosz(th + @)

Sachant que (sin® ¢ + cos @? = 1) et en utilisant la relation : k = mw?,
alors, E = %mAZwZO = %kAZ = constante

A\ J\o J
Y Y

Tmax Umax
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Nous retrouvons ici le fait que I’énergie mécanique de ce systeme ne varie pas. L’énergie totale est
constante.

Ona:T = %mxz = %mAzwzosinz(th + ) = %mAZwZO[l — cos?(wpt + @)].
1 2 1
=T = EmAza)zO [1 - %] = EmeO[AZ — xz].

. {x = 0= T = Tynay = ;mw?gA2
X = iA = Tmin =0

’ 1 1
Drautre part: U = —kx? = Emwzox2

{x =0 = U = Upn = 0 (position d'équilibre)
Si

x = +A4 = U = Upay = ;mA20?

La figure suivante montre la variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de x :

AE

v’ L’énergie se transforme d’une énergie cinétique a une énergie potentielle.
v" Quand I’énergie cinétique diminue I’énergie potentielle augmente et vis versa. Cette propriété de est
appelée conservation de I’énergie totale du systeme.

1.5 Systémes équivalents

Définition : C’est un systeme simple qu’on représente en générale par un ressort equivalent ou une masse
équivalente.

I.5.1 Masse éguivalente : Cas d’un ressort de masse non négligeable.

m : La masse du ressort.

Au repos : y k
e [ :Lalongueur du ressort. (k,m) <—>
e dm : masse élémentaire située a une ! i dy
distance y du point de suspension.
En mouvement : x(t)

o x(t): Déplacement instantané de I’extrémité mobile du ressort.
e dy: Deplacement de la masse élémentaire = %x(t) = sa vitesse = %x(t)
0 Lamasse linéique du ressort a une distance l: p = ? = m=pl.

0 Lamasse de I’élément dy duressort: mg; = pdy = -y
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= L’énergie cinétique = X toutes les énergies de ses éléments

=T =[2(Tdy).Cx(®)?)
0

L 1m y
— 2,2 2
T = f ¥E —x(t)*y*dy = PVE —x(t)%.

(—)x(t)2 & 1meq X(t)? = Mgy = =

1.5.2 Ressorts équivalents : On a 3cas :
1°" cas : Ressorts en paralléles (en oppositions)

=
k, k, ou 'T <> ke
M
—1 x(t) % —1 x(t)
L’élongation de chaque ressort est égale a x(t) donc: M.g = (kq + ky)x = keq.x = Keq = k1 + k3
2™ cas : Ressorts en séries :
Soit x; : I’élongation du ressort k, tel que : M. g = k; x;
Soitx, : I’

I’élongation du ressort k, tel que : M. g = k, x,

P

?

ki !
1
= x=x; + xz—Mg(

=
(
1 i <> ke
" k, X
1 1 1 kik ~
TN k 1 K2
keq kl kz

- ky + k;

I
M
3°™ cas : Barre liée a 02 ressorts (Distance non négligeable)

eq —

ki ¢ — k2 Keq
. . <>
m
P e S
a b
(a+b)? . _ 4ky ky
keq N Si a=b, onaura: k =
ka k1
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1.6 Analogie entre le systéeme mécanique " Masse-ressort' et le systéme électrigue "'L-C"".

Systéeme mécanique Systeme électrique
Déplacement : x(t) Charge électrique q(t)
Vitesse : x(t) Courant électrique i = %
Accélération : ¥ Variation du courant : §
Masse : m Inductance, bobine, self : L
Ressort k Inverse de la capacité 1/C
Force de rappel : k x d.d.p entre les bornes d’in condensateur : %
Force d’inertie : mi d.d.p entre les bornes de la bobine : L g
Energie potentielle : %k x? Energie électrique : %qz
Energie cinétique : %mp‘cz Energie magnétique : %qu

Points clefs

Oscillations libres non amorties

1. Pendule élastique vertical(m, k, x):

[ . 1
|w0 = |— (pulsation propre)|
X+ w02x=0<=>{x(t)=Acos(w0t+<p) avecl m

| T_Zn_z\/ﬁ
0~ (1)0_ T k

2. Pendule pesant simple (m,1,0) :
l[wo = /% (pulsation propre)]
0+ o0 =0 <=:0(t) = Acos (wot + @) avec om ;
To= —=2m |—
[ @ 9

S - : d (oL oL
L’équation de Lagrange pour un mouvement unidimensionnel x : o (E) - (—) =0;

L’equation de Lagrange pour un mouvement rotationnel 6 : %(g—z) — (g—:) =
L’énergie mécanique se conserve : T + U = Constante;

Masse equivalente (Cas ou la masse m du ressort n’est pas négligeable) : m,, = —
Ressorts équivalents :

)

V V.V V VY

Ressorts kq,k;, ...k, enparalleles: k., = ki + ky + .. +k,

.1 1,1 1
Ressorts kq, k,, ... k, en série : =—+—+- .+
> keq kq k2 kn
_ (a+b)?
T a? b2
i ey

Barre liée a 02 ressorts (Distance non négligeable): k.4
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